小集合"上的Lipschitz函数的可微性 by 滕岩梅 & 程立新
第 42卷 第1 期 厦门大学学报(自然科学版) Vol. 42 No. 1
2003年 1 月 Journal of Xiamen University (Natural Science) Jan. 2003
文章编号: 0438 0479( 2003) 01 0005 04
小集合 上的 Lipschitz函数的可微性
收稿日期: 2002 05 10
作者简介:滕岩梅 ( 1974- ) ,女,博士研究生.
滕岩梅,程立新
(厦门大学数学系, 福建 厦门 361005)
摘要: 设 f 为定义在可分 Banach空间的非空闭凸集 C 的非支撑点集N( C) 上的局部 Lipschitz函数.本文证明了对任
何 u ! N( C) ,均存在闭凸集 D C,使得 f 在D 上的限制函数fD 的每个Gateaux可微点均是 f 相对于D的 Fr chet可
微点,因而 f D相对于D 的 Fr chet可微点集是 D 的一个稠密的G 子集;同时指出了 fD 在点 x ! N( D) 处单值且范
范上半连续不是fD 在点 x 处相对于D Fr chet可微的必要条件, 这是 Rainwater 文章中的一个错误.
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设 C为 Banach空间 E中的非空闭凸子集.点 x
! C 称为C 的一个支撑点,如果存在非零的线性泛
函 x * ! E* 使得∀x * , x#= supy ! C∀x * , y#. 我们把
C 的非支撑点全体记为N (C ) . Bishop Phelps定理[ 1]
告诉我们, C 的支撑点全体在C 的边界上稠密;另一
方面, Phelps[ 2] 和Rainwater[ 3] 又告诉我们,若 N ( C)
∃ ,则N ( C) 为 C 的一个稠密的G 子集.显然, 当
intC ∃ 时, N ( C) = intC.当 intC = 时, 仍有可
能 N( C ) = . 例如,在 l 2中,取 C = { x n ! l 2, xn %
0} ,则 intC = , 而 N( C ) = { ( x n) ! l 2; x n > 0} .
1988年, Rainwater[ 3] 用 N( C ) 取代 intC ,证明了若 f
为可分Banach空间闭凸集C上的局部Lipschitz凸函
数, 则 f 在N ( C) 的一个稠密的 G 子集上处处
Gateaux可微. 因而从定义域的角度推广了著名的
Mazur[ 4] 定理: 可分 Banach空间的非空开凸子集上
的每个连续的凸函数均在其定义域的一个稠密的
G 子集上处处Gateaux可微.同年, Rainwater[ 3] 证明
了, 若Banach空间E的对偶E * 的闭单位球B* 上存
在一个度量 d,使得对 B * 的每个非空子集A 及 >
0均存在 A 的w * 相对开集W满足 diamdW < , f 为
E 的非空闭凸子集C 的非支撑点集N( C ) 上的局部
Lipschitz凸函数,则 f 在N ( C) 的一个稠密的 G 子
集上处处Gateaux可微; 当d 为范数导出的度量时, f
必在 N ( C) 的一个稠密的 G 子集上处处Fr chet可
微. 1994年, 吴从火斤和程立新[ 5] 证明了, N ( C) 上的
Lipschitz凸函数必是某个定义在整个Banach空间 E
上的Lipschitz凸函数在 N ( C) 的限制. 并且进一步
证明了:对可分 Banach空间 E 的非空开凸子集D上
的连续凸函数 f 和f 的每个 Gateaux 可微点 x ! D,
均存在闭凸集 C D 使得x ! N ( C) 且 x 为f C( f 在
C 上的限制) 的Fr chet可微点.
本文用更简单的方法证明了, 每个定义在可分
Banach空间闭凸集C上的局部Lipschitz函数f , 均在
N ( C) 上几乎处处 Gateaux 可微, 并且每个 Gateaux
可微点均可成为相对 Fr chet可微点.同时指出对于
定义在 N( C ) 上的局部Lipschitz凸函数f ,它在 x !




N ( C) ∃ , f 为N( C ) 上的实值函数, 称




f ( x + ty ) - f ( x )
t
- ∀x * , y# = 0,
!y ! Cx ∋ (  > 0 ( C - x ) .





y ! B ) ( C- x)
f ( x + ty ) - f ( x )
t
- ∀x * , y# = 0.
当 f 为N ( C) 上的局部 Lipschitz 凸函数时, 即
!x ! N( C ) , ∀ > 0, L > 0,使得| f ( u) - f ( v ) |
∗ L +u - v +, !u, v ! B ( x , ) ) N ( C) . 吴从火斤
和程立新[ 5] 证明了f 在x ! N ( C) 处Gateaux可微当
且仅当把 f 的定义域从点x 的一个局部邻域延拓到
整个空间时,延拓后的函数在点 x 处 Gateaux 可微,
这等价于 f 的次微分映射 f 在x 处单值, 也等价于
 f 的每个选择在x 处范- w * 连续.关于 f 的Fr chet
可微性,我们有
性质 设f 为N( C )上的局部Lipschitz凸函数.
则 f 在x ! N( C ) 处Fr chet可微的充分必要条件为
 f 在x 处单值且 f 的每个选择函数!在点x 处均有
!( y )
∀
!( x ) ,其中 y ! N ( C) , y & x , !( y )
∀
!( x ) 表示在 B ) ( C - x ) 上一致收敛.
证明 充分性. 设 !为 f 的一个选择函数且
!( y )
∀
!( x ) ( y ! N( C ) , y & x ) . 此时, 关于 y
! B ) ( C - x ) 一致地有
0 ∗ f ( x + y ) - f ( x ) - ∀!( x ) , y# ∗
∀!( x + y ) , y#- ∀!( x ) , y# & 0,
即 f 在 x 处 Fr chet可微.
必要性.设 f 在x ! N( C ) 处Fr chet可微. !为
 f 的一个选择函数.若 !在x 处非∀连续, 则存在 x n
! N ( C ) , x n & x , > 0, y n ! B ) ( C - x ) 使得
∀!( xn ) - !( x ) , y n#> 2 或∀!( xn ) - !( x ) , yn#<
- 2 .不妨设前一个不等式成立. f 在 x 处的可微性
推出,对任意的 > 0,存在 > 0使得
f ( x + y ) - f ( x ) - ∀x * , y# ∗ +y +,
!y ! B ) ( C - x ) , +y + ∗ .
因 !( xn ) !  f ( x n) ,故
∀!( xn ) , ( x + y ) - x n# ∗ f ( x + y ) - f ( xn ) .
因而
∀!( xn ) , y# ∗ f ( x + y ) - f ( x ) +
∀!( xn ) , xn - x#+ f ( x ) - f ( xn ) .
令 zn = y n,则
2 < ∀!( x n) - !( x ) , zn# ∗
[ f ( x + zn) - f ( x ) - ∀!( x ) , z n#] +
∀!( xn ) , xn - x#+ f ( x ) - f ( xn ) ∗
+ ∀!( xn ) , xn - x#+ f ( x ) - f ( xn ) & ,
矛盾.
注 Rainwater[ 3] 指出N ( C) 上局部Lipschitz凸
函数 f 在x ! N ( C) 处Fr chet可微的充分必要条件
为 f 在x 处单值且范 范上半连续.下例说明  f 在
x 处范 范上半连续并非f 在x 处Fr chet可微的必要
条件.
例 设 E 可分, E* 不可分, 即 E 可分但不是
Asplund空间,例如 l 1 就是这样的空间.
证明 因为 E 是一个可分非 Asplund空间,则
存在连续凸函数 f 使得f 在E上无处Fr chet可微.取
x ! E 为f 的 Gateaux 可微点,不妨设 x = 0, x * !
 f (0) .因 f 在0点不是Fr chet可微的,则存在 x n &
0, x *n !  f ( x n) 以及 0> 0使得 +x *n - x * + %
0.因为 E 可分, 可以选取 yn ! E 使得 yn & 0 且
span( y n) 在 E中稠密. 令 C = co( , yn ( (2xn) ) ,则
C为紧凸集且( xn ) N( C ) .把 f 限制在C上并记之
为 f c ,则在 N( C ) 上 f =  f c .
只须证f c在0 ! N ( C) 处Fr chet可微.事实上,
若 f 在0点不是 Fr chet可微的,则存在( z n) C , 0
< tn # 0以及 0> 0使得
f ( t nz n) - f ( 0)
tn
- ∀x * , z n# % 0.
不妨设 z n & z ,则有
0∗
f ( tnzn ) - f (0)
t n
- ∀x * , zn#=
f ( t nz ) - f (0)
t n
- ∀x * , z#+
f ( tnzn ) - f ( tnz )
t n
+
∀x * , z#- ∀x * , zn# & 0,
矛盾.
2 非凸函数的微分
定义 ( Gauss) 测度
i) 设 #为实直线R上的Borel代数, #上的一个
测度 ∃称为非退化的高斯测度,如果
(* ) ∃( B ) =
(2nb )- 1/ 2−Bexp[- (2b )- 1( t - a) 2] dt ,
!B ! #
其中 b > 0, a ! R 为测度 ∃的平均值.
ii) 设 #为Banach空间 E 的Borel代数, # 上的
一个概率测度  称为具有平均值x 0 ! E的非退化的
Gauss测度,如果对每个 f ! E * , f ∃ 0,测度 ∃=  
f
- 1
具有(* ) 的形式,其中 a = f ( x 0) .
iii) 可分Banach空间E 的Borel集B 称为Gauss
零测度集,如果对 E 上每个非退化的 Gauss测度 ∃
都有 ∃( B ) = 0.
Aronszajn [ 6] 证明了: 可分 Banach 空间到具有
RNP 的空间的每个局部 Lipschitz 映射除去一个
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Gauss零测度集之外, 处处Gateaux可微并且若 xn &
0, span( xn ) 在 E 中稠密,则 C ∋ co( xn ) 具有Gauss
正测度. Phelps[ 7] 证明了可数多个Gauss零测度集的







引理 1 设 C E 为闭凸集. N ( C) ∃ , f 为
N( C ) 上的局部Lipschitz函数.令 Cn = { x ! N( C ) :
f 在 x 处的局部Lipschitz常数不超过 n} ,则
i) Cn为N ( C) 的相对开集且N ( C) = ( /n= 1Cn;
ii) 对每个 n %1, 有 E 上的 Lipschitz常数不超
过 n的函数f n 使得在Cn 上f n = f .
证明 i)由 Cn的定义,显然 Cn为N ( C) 的开集
并且 N ( C) = ( /n= 1Cn .
ii) 对每个 n % 1,令
gn( x ) = f ( x ) , x ! Cn
gn( x ) = + / , x ∃ Cn.
则 gn 为E 上下有界且在Cn 上Lipschitz常数不超过
n 的函数.再令
f n( x ) = inf{ gn ( y ) + n +y - x + , y ! E } ,
x ! E
则 f n 即为所求.
定理 设 C为 Banach空间E 的闭凸集, N ( C)
∃ , f 为 N( C ) 上的局部 Lipchitz 函数, 则 f 的
Gateaux可微点集 G对每个非退化的Gauss测度  均
有  ( G ) =  (N( C ) ) > 0.特别地, f 在N ( C) 上几乎
处处 Gateaux 可微.
证明 对每个 Cn ∃ , 以及每个非退化的
Gauss测度  ,有  ( Cn) > 0.设 Gn为(引理1中的) f n
包含在 Cn中的Gateaux可微点,则  ( Gn) =  ( Cn ) .
因而  (N ( C) ) =  ( ( /n= 1Cn) =  ( ( /n= 1Gn) =
 ( G) .证毕.
定理 假设 E 是一个可分 Banach 空间, f 是
N( C ) 上局部 Lipschitzian 函数, 则对任意的 u !
N ( C) ,存在闭凸集 D C使得u ! N (D) 且 f D 在
D 中的每个 Gateaux 可微点均是 fD 的 Fr chet 可微
点.
证明 任取 u ! N ( C) , 存在 > 0及 n > 0使
得 f 在B ( u, ) ) N (C ) 上Lipschitz常数不超过 n.
记 D1 = B( u , ) ) N ( C) , 则 u ! N( D1) . 所以
(  > 0 N ( D1) 在 E中稠密,不妨设 u = 0. 在N (D1)
中选取序列{ xn } 使得 x n & 0且 0 ! N( D) , 其中 D
= co ( x n) .
下面证明f D的Gateaux可微点均是Fr chet可微
点. 设 u ! N (D) 且其Gateaux微分为 x * .若 f D在u
点不是 Fr chet可微的, 则存在 > 0, { yn} D,
tn # 0使得
f ( v + t nxn) - f ( v )
tn
- ∀x * , xn# % 0.
不妨设
f ( v + t nx n) - f ( v )
tn
- ∀x * , xn# % 0.
由 D 的紧性设x n & x 0,则
0∗
f ( v + tnxn ) - f ( v )
tn
- ∀x * , xn#=
f ( v + t nx ) - f ( v )
tn
- ∀x * , x#+
f ( v + t nx n) - f ( v + t nx )
tn
+ ∀x * , x - x n# & 0,
矛盾.
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.7.第 1期 滕岩梅等: 小集合 上的 Lipschitz函数的可微性
The Differentibility of Lipschitzian Function on Small Sets
TENG Yan mei, CHENG Li xin
( Dept. of Math. , Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)
Abstract: Suppose that C is a nonempty closed convex set of a seperable Banach space E , and f is locally Lipschitz
function on N ( C) , the set of nonsupport points of C. In this paper, we proved that for any u ! N ( C ) , there is a
closed convex set D C satisfying u ! N ( D) such that every Gateaux differentiable point of f D ( the restriction of f on
D ) is the Fr chet differentiable point of f relativing to D . So that the set of Fr chet differentiable points of f relativing
to D is a dense G set in D ; In addition, we point out that  f D is a singleton and norm norm upper semicont inuous at x
! N (D) is not the necessary condition of f being Fr chet different iable at x relativing to D , which was an error in the
paper of Rainwater.
Key words: convex sets; nonsupport point; ( Gateaux) Fr chet different iable; Lipschitz function; Banach space
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